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Préliminaires
Un systéme différentiel autonome de dimension 2 est un systeme différentiel qui se

présente sous la forme
a’ = ¢(a,y)
’ S
{ y = v(z,y) (51)

oll ¢ et ¥ sont des fonctions de classe C! sur un ouvert  de R?. Les fonctions
inconnues z et y sont des fonctions de la variable ¢ définies sur un intervalle I de R
a valeurs dans R. On utilise aussi la notation matricielle

X' = F(X)

¢
(G

ou le vecteur X représente le couple (z,y) et ou F = < > : Q — R? est de

classe C*.

Un point critique de ce systéme est un point (g, o) de Q tel que
¢(z0,yo) = ¥(z0,90) = 0.

Etant donné un intervalle I borné ou non, le couple de fonctions (z,y) est une
solution de (S7) sur I si les applications « : I — R et y : I — R sont de classe ct
et vérifient 2'(t) = ¢(z(t),y(t)), ¥’ (t) = ¥(z(t),y(t)) pour tout t € I. Une valeur
initiale est un triplet (xo,yo,to) de nombres réels. Une solution (x,y) vérifie cette
valeur initiale si tg € I, z(to) = xo, y(to) = yo-

Si (z,y) est une solution de (S1) sur I, 'ensemble des points (x(t),y(t)), t € I,
est la trajectoire I' de cette solution. Cette trajectoire est mazximale si pour toute
trajectoire I ayant un point commun avec I', on a I'' C T

On s’intéresse au comportement des trajectoires de certains systémes autonomes.
On rappelle le résultat suivant, qui est une conséquence du théoreme de Cauchy-
Lipschitz :

Tout point (zo,yo) de Q appartient a une trajectoire mazimale unique.

Remarque sur la rédaction Il sera demandé de tracer des courbes. Il est entendu
qu’il faut le faire dans un repére cartésien, mais que la précision souhaitée n’est pas

celle d’un dessin industriel. Il suffira de tracer & main levée dans un carré de moins
de 12 cm de coté, en s’attachant a bien mettre en valeur les éléments mathématiques
de la figure, selon le cas : points particuliers, tangentes etc. Les courbes tracées point
par point ne seront pas prises en compte.

Notation Dans le plan euclidien orienté, on note Ry la matrice de la rotation de
centre 0, d’angle 6.

Partie I- Systéme différentiel autonome

Les résultats obtenus dans cette partie seront utilisés par la suite.

LA -
LLA1) Soit A € R.
a) Donner la solution générale de I’équation différentielle ' = Az sur R.

b) Donner la solution particuliere vérifiant la condition initiale x(tg) = xo.
1.A.2)

2" —2ax’ + (o + 3%z =0
dans les deux cas : 8 # 0, 8 = 0.

I.B - On consideére Iéquation différentielle autonome 2’ = z(1 — z).

1.B.1) Déterminer les solutions constantes.

/

1.B.2) iR

Trouver une primitive de

1.B.3)

a) Montrer que les solutions qui ne sont pas constantes peuvent se mettre sous la

forme
1

W)= Tt

ol C est une constante non nulle.
b) Tracer, dans un repeére orthonormal, la courbe représentative de la solution

1
vérifiant la condition initiale z(0) = 3
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Soit «, # deux réels. Donner la solution générale réelle de I’équation différentielle
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Partie II- Cas linéaire

On va étudier le systéme linéaire :
X' =AX (S2)

ol A est une matrice 2x 2, ayant deux valeurs propres distinctes, réelles ou complexes,
et non nulles. On admet que la solution générale du systeme (S3) est de la forme

X(t) = Cle(t) + CQXQ(t),

ou X7 et Xs sont deux solutions telles que le déterminant, dans une base orthormale
directe, de la matrice ®(¢) = (X1, X3) ne s’annule jamais.

II.A - On considere le cas ou A est diagonale, donc de la forme A = < )\(1) )\0 )
2
II.A.1) Utiliser I.A.1) pour obtenir la solution générale de X" = AX, sous la forme

X (t) = ®©1(t)C on ®4(t) est une matrice 2 x 2 et C' = <gl> est un vecteur dont les
2

composantes sont des constantes arbitraires.

II.A.2) Déterminer les trajectoires maximales passant par (1,0), (—1,0), (0,1),

(—1,0).

I1.A.3) Soit (zg,yo,0) une valeur initiale avec zy # 0. Démontrer que la solution

a une trajectoire dont I’équation cartésienne est de la forme

y=Cz“.
On déterminera C' en fonction de xg, yo, et a en fonction de Ay, As.

IT.A.4) Décrire les trajectoires maximales passant par le point (1,1) dans chacun
des cas suivants :

(1) Ay =—1, Ay = =23

(i) Ay = =2, Ay =—1;

(i) A\ = =1, A =1,

et les tracer dans un méme repere.

I1.B - Maintenant A n’est plus nécessairement diagonale, mais elle a toujours des
valeurs propres réelles A1, Ao. Soit D la matrice ( )\(1) )\O )

II.LB.1) Montrer qu’il existe une matrice inversible P qui s’écrit en colonne :
P = (X1, X5) telle que si X(t) = PY(t), le nouveau vecteur Y vérifie Y’ = DY

I1.B.2) En déduire que la solution générale de X’ = AX peut se mettre sous la

forme X (t) = ®o(t)C o C = (gl) est un vecteur de constantes arbitraires et ®o(t)
2

une matrice 2 X 2 dont le déterminant ne s’annule pas.
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1I.B.3) Donner la condition sur les A; pour que toutes les solutions tendent vers
(0,0) lorsque t — +o0.

10

a) Calculer D et P (notations reprises du II.B.1)). Vérifier que pour P on peut
prendre une matrice de rotation Ry ou 6 est un angle a déterminer. Que vaut R;l ?

I1.B.4) On étudie le systeme différentiel : X' = ( 01 )X.

b) Trouver la solution générale.

¢) On donne la valeur initiale (1,0, 0). Calculer la solution X (¢) du systéme ci-dessus,
et la solution Y () du systéme Y’ = DY

d) Tracer la trajectoire maximale de X' = )X passant par le point (1,0)

0 1
10
AY(t)).

(on pourra d’abord tracer celle correspondant

II.B.5) Mémes questions avec le systeéme

, (=2 1
X_( : _Q)X.

e
g
II.C.1) Calculer les valeurs propres de A.

II.C - On considere le cas ou A = ( _g ), ou « et 3 sont deux réels, 5 # 0.

I1.C.2) Montrer que si X (t) = ( z(?) ) est solution, alors x et y sont toutes deux

y(t)

z" =202’ + (o? + %)z = 0.

solutions de I’équation

En déduire que la solution générale de X’ = AX est de la forme X (t) = e* Rp,C,
ou C est un vecteur de constantes arbitraires.

I1.C.3) Donner la condition sur «, § pour que toutes les solutions tendent vers 0
lorsque t — +o00.

I1.C.4) On étudie le systeme

X' = ( _1@ _1_/; >X.

a) Trouver la solution vérifiant la valeur initiale (1,0,0). Soit I" la trajectoire corres-
pondante.

b) Déterminer I’équation polaire de T', sous la forme r = f(6).

c) Tracer T.
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Partie III- Un cas non linéaire

On va étudier le cas non linéaire

X'=FX)  (Ss)

.2
oﬁQ:R2etF:]R2—>]R2estdéﬁnieparF< 5)2(%_; )

II1.A -

III.A.1) Calculer la matrice jacobienne J(z,y) de F et donner le développement
de Taylor de F' au voisinage d’un point quelconque (zg, yo)-

IIT.A.2) Trouver les points critiques de (S3). Montrer que chaque point critique
constitue une trajectoire maximale.

IIT.A.3) Décrire la trajectoire maximale passant par (0.5,0.5) et celle passant par
(2,2) (on pourra utiliser la question I.B).

III.A.4) Trouver ensemble des points (z,y) ol la tangente a la trajectoire passant
par (z,y) est

a) horizontale ;

b) verticale;

¢) de coefficient directeur 1;

d) de coefficient directeur -1.

ITI.B - On admet que pour un tel systeme différentiel, ’allure des trajectoires au

voisinage de chaque point critique (zo,yo) est la méme que pour le systéme dit
linéarisé X' = J(z0,y0)X au voisinage de 0.

La figure ci-dessous représente quelques trajectoires de (S3).

En utilisant la partie II, justifier Pallure de ces courbes au voisinage des points fixes.
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0.5

III.C - La figure précédente a été tracée en appliquant la méthode d’Euler. C’est un

x(t)

algorithme qui permet Iapproximation d’une solution X (t) = < y(#) > au moyen

d’une suite X,, = ( y" ), construite par récurrence de la maniere suivante :
n

e On fixe un pas e > 0, et on pose t, =ty + ne.

e Etant donné la valeur initiale (20,90, t0), on pose X = ( zo >
0

e Le vecteur suivant X est solution de 'équation X' (ty) = —(X —Xj), d’'inconnue
€
X.

1
e Si X, est calculé, on obtient X,,; comme solution de X'(t,) (X — X5).

T e
Une interpolation des points X,, permet de tracer une courbe qui constitue l’ap-
proximation cherchée de la trajectoire.

ITI.C.1)  Soit H la fonction R?* — R? définie par
x+e(y — 2?) )
H(z,y) = .
( y) <y—|—€(w—y2)
Montrer que la méthode d’Euler consiste & construire la suite (X,,) définie par
Xn+1 = H(X,).
On appelle aussi (X,,) une orbite de H.

II1.C.2) Déterminer les points fizes de H, c’est-a-dire les solutions de ’équation
H(X)=X.
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II1.D - On veut montrer que si (2o, o) est pris dans un voisinage de (1,1), toutes

les orbites de H convergent vers (1,1). On prend e dans ]0,1] et on pose p =1 — 3

ITII.D.1) Commencons par le vérifier pour toutes les orbites partant d’un point de
la premiere bissectrice. Soit g(t) = (1 — &)t — et>.
a) Montrer que si |t| < 0.5, alors |g(t)| < p|t].

b) Soit tg tel que [to] < 0.5. Soit (¢,) la suite définie par récurrence en posant
tnt1 = g(tn). Montrer que ¢, — 0.

¢) En déduire que si g = yp et |1 — 2| < 0.5, alors x,, — 1 et y,, — 1.
II1.D.2) Pour tout X = ( z ) on appelle norme de X le réel | X || = max{|z|, |y|}.

a) Vérifier qu'une suite de vecteurs (X,,) converge vers une limite X si, et seulement
si, la norme || X,, — X™|| tend vers 0.

b) Pour chaque vecteur T' = < Z > on définit

= (LR

Montrer que si ||T|| < 0.5, alors ||G(T)|| < p||IT|-

¢) Partant de Ty, ||T|| < 0.5, on définit la suite (7,,) comme l'orbite de G, ¢’est-a-dire
Ty+1 = G(T},). Montrer que ||T,,|| — 0.

1
d) En déduire que si || X — < 1 >|| < 2 alors X,, — ( } )

eee FIN e oo
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